2ο Πανελλήνιο Εκπαιδευτικό Συνέδριο Ημαδίας ΠΡΑΚΤΙΚΑ 


«Μια Γεωμετρική εφαρµογή Μεγίστου κι Ελάχιστου µε 
χρόνο, µέσω Δυναμικού Λογισμικού, ὡς Διδακτική 
Πρόταση» 


Πλατάρος Γιάννης 


Μαθηματικὸς Ίου ΓΕΛ Μεσσήνης 
Οἰα[αΓγοςΘαπιαί[.οοΙπι 


ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Μία απὀ τις δυνατότητες που παρἐχουν τα δυναμικἀ γεωμετρικἀ λογισμικὰ, 
εἶναι η δυνατότητα μελέτης μεταβολὼν γεωμετρικὠν μεγεθῶὼν σε συνάρτηση µε 
τον χρὀνο, μἐέσω αντιστοίχου γραφικής παραστάσεως. Επὶ πλέον ο δυναμικὸς 
χειρισμὸς του σχήματος σε προβλήματα μεγίστου και ελαχίστου, βοηθὰ 
αποφασιστικὰ τον µαθητή στον σχημµατισµὀ της ορθἠς τελικὰ εικασίας και 
μἁλιστα της εικασίας που ἐχει να Κάνει µε την ἴδια την διατύὑπωση -ανακάλυψη 
της πρὀτασης. Επίσης η χρήση του δυναμικοὺ εργαλείου, µπορεί να μυήσει 
ουσιαστικά τον µαθητὴ στην απειροστικἠ σκέψη, καθως το ἰδιο το λογισμικὸ 
που Θέτει την Κίνηση στα σχήματα ἡ παρακολουθεί τις μεταβολὲς τους 
αποτελεί γέφυρα μεταδὺ Ανάλυσης και Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 


ΛΕΞΕΙΣ ΚΛΕΙΔΙΑ: μέγιστο ελάχιστο, εμβαδὀν, περίµετρος, δυναμικὀ γεωμετρικὀ 
λογισμικὸ. 


ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 

τις τελευταίες δεκαετίες έχουν αναπτυχθεί υπολογιστικὰἀ συστήµατα τα 

οποἱα δημιουργοὺν περιβάλλοντα μάθησης γεωμετρίας του χώρου [7] . Σε 
περιβάλλοντα συνδυασµένης μάθησης (οἰεπάθα Ιθαππίπο) οι μαθητὲς 
συνδυάζουν την παραδοσιακἠ διαδικασία μάθησης που παρέχεται απὀ τον 
εκπαιδευτικὀ µε πρακτικὲς χρήσης πληροφοριών απὀ υπολογιστικἁ συστήµατα 
[4]. 
Είναι γεγονὸς, ὁτι το Δυναμικό λογισμικὸὀ Γεωμετρίας, µπορεἰ να Θεώωρηθεὶ, ὡς 
η πλέον σηµαντική εξἑλιξη στην Γεωμετρία απὀ την εποχἠ του Ευκλείδη. Ἐχει 
αναθερμὰάνει το ενδιαφἑρον για µια βασικἠἡ έρευνα , ενώ ανέστειλε τον κἰνδυνο 
να υποβαθμιστεί η διδασκαλἰα της στην Δευτεροβάθμια εκπαίδευση. [2], [ό] 

Το πιο σπουδαἰο απὀ παιδαγωγικἠῆς απὀιψεως πλεονέκτημα του δυναμικοὺ 
γεωμετρικοὺ λογισμικοὺ, εἶναι η δυνατὀτητὰ του να ενθαρρύνει τον 
πειραματισμὀὸ και την ερευνητική προσέγγιση στην µελέτη της Γεωμετρίας. Σε 
µια διδακτικἡ προσέγγιση τέτοιου τύπου, οι μαθητὲς εξοικειώνονται στην τέχνη 
της μαθηματικής δημιουργίας και ανακἀλυψης, αφοὺ προσφέρονται ἀφθονες 
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ευκαιρίες για εξερεύνηση, διατὺὐπωση εἰκασιώὼν, ανασκευἠς και 
επαναδιατὺπὠσἠς τους, ὁπῶς και τελικοὺ ελέγχου µε την κατασκευἠ 
αποδείξεων [11] 


Σε ουτὴ την εργασἰα χρησιμοποιήθηκε το δυναμικὸὀ λογισμµικὸ ΟΦθοπιεί]ε/)ς 
οκθίοηραα λόγω της δυνατότητας του να παράγει γεωμετρικἀ σχὲδια µε την 
εισογωγἠ πληροφοριών του χρήστη, ο οποίος µπορεὶ να τα µετασχημµαϊτίζει 
κινώντας ἑνα στοιχείο του σχήματος [1] ώστε να αντιµετωπισθεἰ ἑνα πρόβλημα 
μεγίστου /ελαχίστου. 


ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ 
Ἐχει δοκιµασθεἰ ἑνα συγκεκριµένο πρὀβλημα μεγίστου Και ελαχίστου σε 
μαθητὲς της Β᾽ Λυκείου του Ίου ΤΕΛ Μεσσήνης, , ὁπως και σε 


επιμορφούμενους καθηγητὲς Β᾽ επιπἐδου σε διαφορετκοὺς χρὀνους. Η 
διαπραγµάότευση έγινε µε το δυναμικὸ εκπαιδευτικὀ λογισμικὸ «Κθίοπραα και 
Ιδιαίερη προσοχἡ δόθηκε στο πῶὼς Θα διατυπωθοὺν οι εικασίες για την λὺση 
του, μὲχρι να ονακαλυφθεἰ η σωστὴ που Θα οδηγἢῆσει και στην λὺση. 


ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ-ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΠΡΟΤΑΣΗ 

Αντιμετώωπίζουμµε το εξἠς πρὀβλημµα: «Τρία σηµεία Α, Β, Γ, κινούνται επὶ 
τριὼν κὐκλων. Να εξεταστεί αν και πὀτε υπάρχει περιοδικὀτητα στην κίνηση του 
τριγώνου ΑΒΓ , ὁπως και ποἰες εἶναι οἱ Θὲσεις τῶν τριὼν σημείων, για να 
έχουμε μέγιστο και ελἀχιστο εμβαδὸὀν ἡ περἰµετρο» Η διατύπωση, που δεν εἶναι 
κλειστοὺ τύπου, επἆάγει σε ἑνα ανοικὀὸὀ πρόβλημα, του οποἰου η ὁλη 
διερεύνηση καθίσταται Ιιδανικἠ µε ἕνα δυναμικὸ Γεώμετρικὸ λογισμικὸ ( το 
οκθίοΠραα εδώ) µέσω αονακαλυπτικώὠν διαδικασιών μάθησης. 


ΔΙΑΠΡΑΓΜΑΤΕΥΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
Η ΠΕΡΙΟΔΙΚΟΤΗΤΑ: 

Η. περιοδικὀτητα ἦταν ἑνα σκέλος του 
προβλήματος για ΤΟ οποίο δεν 
διαπιστώθηκαν (Ιδιαιερες δυσκολίες στην 
επἰλυση. Σηµειωτέα µόνο η παρατήρηση ὅτι 
όλοι πρὀσεξαν ὁτι μοιάζει µε πρόβλημα | ο 
Φυσικἠς παρὰ Γεωμετρίας. Πράγματι, 
περιοδικότητα ἔχουμε, όταν ξεκινώντας απὀ 
οποιοδήποτε τυχαίο στιγµιότυπο-θέση, 
επαονερχόµαστε στο ἰδιο, σε κἀποιο χρὀνο [. 
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Τότε τα Α.Β,Γ Θα ἔχουν διαγρἀψει ακέραιο Σχήµα 1 
αριθμὸ περιστροφών κ, λ, µ, αντιστοϊχως και θα ισχύει: 
υι κ:.2πρι- 


λ:2πρ; Ξ μµ:2πρ, 
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ὁπου ϱ1/02)3, Οἱ ακτίνες τῶν Κύκλων µε κέντρα Οι1,02,05, αντιστοϊχώς, απ΄ 

ϱ Κ ρι ΆΛ ἳ : : ἳ ἳ 

ὁπου ἔχομε: ο 1 και τη δηλ. οιλὀγοιτῶὼν ακτίνων εἰναι ρητοὶ, που εἶναι 
Ρι ϱρ. 8Η 

τελικὰ µια ικανὴ και αναγκαία συνθήκη για να ἔχω περιοδικὀτητα. Για την 

πρώὠτη φορὰ επανόδου, δηλ. για τον χρόνο περιόδου Τ, απαιτείται να ισχὺει 


και η συνθήκη 





(κ,λ,μ)Ξ]. Σε 

περίπτωση ἡ ἡ Λ η 3 Λ β Λ 

ἄρρητης σχέσης ἱ ἳ ἱ | ει ή 
' : : --ᾱ 5 : λ 

των ακήνων, δεν -: η Ἱ ὶ 





το. ο Ἡ 
µπρώνα χω ΑΛ ΙΛΙΝΙΑ ΝΙΝΙΛ 
περιοδικότητα. Το ., { | | ν ῥ πα . | ν 


σημαντικὸ λοιπὸν 





Σχήµα 2 
εἶναι, ὁτι αν εκκινήσουµε απὸὀ µια θέση, ο, ςς χρόνου και ταχύτητας, 
δεν εἶναι βέβαιο ὁτι η θέση αυτὴ Θα επαναληφθεἰ. Στους καθηγητὲς επἰ πλέον 
επισηµάναμε, ὁτι αν θὲσουμε το ερώτημα πιθανοθεὠρητικἀ ὡς «ποἰα η 
πιθανότητα εκκινώντας απὸὀ τρεις τυχαἰες ακτίνες να ἑχῶ περιοδικὀ φαινόμενο») 
θα φθάσουμε στο λίαν ενδιαφέρον συμπέρασμα  ὁτι αυτὴ εἶναι 0, δεδομένου 




















ότι το σύνολο των ρητώὼν -' ἔχει μέτρο 0, ενώ το '' ἐχει άπειρο μέτρο. Δηλ. αν 

















θεωρήσουμε την αντίστοιχη γεωμετρικἠ πιθανότητα, τότε: 
| Ι μί') 
Ρ(περιοδικούφαινοµένου)-- ΡΕ Ξ0,  Αυτὸ το συμπέρασμα, επάγει την 











υπόθεση ὁτι Και οι πιο περίπλοκες κινήσεις πλανητὠν, αστέρων κτλ δεν εἶναι 
ποτὲ δυνατὸν να εἶναι απολύτως περιοδικὲς, πἐραν του ὁτι δεν υπάρχουν 
σταθερὲς γραμμικὲς ταχύτητες και κυκλικὲς τροχιὲς. Με την λογική των ρητών 
προσεγγίσεων, μπορούμε να σκεφθούὺμε, ὁτι όλες οι ουράνιες κινήσεις, εἶναι 
(περίπου περιοδικὀ» φαινόμενα και δεν εἶναι δυνατὀν να εἶναι περιοδικἀ [ἡ εἶναι 
εξαιρετικὰ απίθανο να εἰναι!) Τα (ακριβώς περιοδικὰ) φαινόμενα φαίνεται να 
προκύπτουν απὀ επἰ τοὐτω κατασκευαστικἠ λογική τροχών µε γρανάζια, 
ὁπου εκεἰ εξ ορισμοὺ η σχἑση εἶναι ρητή και η κίνηση περιοδική. (Μηχανισμοί 
ὠρολογίῶν κτλ) 


ΜΕΓΙΣΤΟ -ΕΛΑΧΙΣΙΟ ΕΜΒΑΔΟΝ: 

Όταν δεν γνωρίζουμε την θέση μεγίστου και ελαχίστου, μπορούμε να 
κάνουμε μµὸνο εικασία Και στην συνέχεια να προσπαθήσουμε να το 
αποδείξουμε. Η συνήθης εικασἰα που µπορεὶ να κάνει κάποιος σε αυτό, εἶναι να 
µεγιστοποιήσει την βάση και το ύψος του τριγώνου. Μια μέγιστη βάση εἶναι 
στην διεὺθυνση της διακέντρου δὺο κύκλων σε λογικἡ αντιδιαμετρικώὠν σημείων 
και σε μεγιστοποίηση του αντιστοἰχου ύψους. Στη δοκιµαστικἡ διδασκαλἰα του 
συγκεκριμένου σκέλους του προβλήματος στην Β᾽ Λυκείου, αλλά και στην 
διαπραγμάτευση του ερωτήματος μεταξὺ συναδέλφων μαθηματικών, αυτή η 
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εικασία ἦταν η πλὲον εὐλογοφανής για όλους. Υπάρχουν τρεις τέτοιες θέσεις 
οι οποἰες δεν δίνουν λύση, αφοὺ απλὼς αυτὴ η φαινομενικά εὐλογη και 
πογκοίνως αποδεκτή πρὠτη εικασία, απλώς δεν ισχύει. Το µόνο που µπορε[ να 
πάθει κἀποιος, εἶναι να προσπαθεί ανεπιυχώὼς να αποδείξει κάτι που δεν 
αποδεικνύεται. Το λογισμικὀὸ αποτρέπει αυτὴ την λανθασμένη εικασία. Η λὺση, 
τελικἁ δεν προέκυψε µέσα στην τάξη, αφοὺ ὀντως πρὀκειαι για δὺὑσκολο 
πρόβλημα. Ακόμα και για τους συναδέλφους η λύση προκύπτει σε 
διαπραγμάτευση στο σπίτι. Γενικὰ, η κλειστότητα των μαθηματικών 
διατυπώὠσεων των Γεωμετρικὼν προβλημάτων που παραδοσιακἀ ισχύει, 
αποτρἑπει παντελὼς τον λὑτη απὀ λανθασμὲνες εικασὶἰες διατύπωσης. Τέτοιες, 
διαπρἀττει συνηθέστατα αυτὸς που ανακαλύπτει το πρὀβλημα, λίγο πριν 
Φφθἀὰσει στην λύση του. Με αυτὸ τον τρὀπο, ο ερευνητὴς μαθηματικὸς, αυτὸς 
που ανακαλύπτει την νέα γνώση, δεν μοιάζει καθόλου µε τον µαθητὴ που 
αντιμετωπίζει το ἰδιο πρὀβληµα. Για Χιλιεηρίδες, αφαιρείται απὀ τον μαθητή η 
δυνατότητα λανθασμµένης εικασίἰας κατὰ την διατὐπώση του προβλήματος και 
αυτὴ του την επιτρέπει µόνο κατὰ την απὀδειξη. Αυτό έρχεται σε µια οιονεὶ 
σύγκρουση µε το πνεύὐμα Και την ουσία τῶὼν νέων εποικοδοµητικὠν Θεωριών 
που επιμένουν στο ὁτι η μάθηση των μαθηματικών, εἶναι ενεργητικἠ και 
κατασκευαστικἠ διαδικασία, που εἶναι Ιδιαίτερη για κάθε μαθητή. [2], [ό]. 
βεβαίως, δεν εἶναι δυνατόν ὁλα τα προβλήµατα να ἔχουν πάντα ανοικτὴ 
διατὐπωση, διότι υπάρχει το πεπερασμὲἑένο Και περιορισμένο του χρόνου 
διδασκαλίας. Το ἀνοιγμα στην διατὐπώση {στην υπόθεση εἶε στο 
συμπἑρασμα) μετατρέπει µια ἁσκηση σε πρὀβληµμα. Με µια τέτοια ἔννοια, ΤΟ 
εγχειρίδια Ευκλείδειας Γεωμετρίας ουσιαστικὰ προέτειναν για επίλυση 
προτάσεις µε κλειστὴ υπόθεση και κλειστὸ συμπέρασμα, δηλ. ασκήσεις και ὀχι 
προβλήµατα. Επομένως, µε τις νὲες αντιλήψεις, αφοὺ η εικασία στην 
διοτὺπωώση έχει την Θέση της στην κατασκευἠ της γνώσης , αυτομάτως ἔχουν 
θέση και τα δυναμικἀ υπερεργαλεία Γεώμετρίας {([5κεϊΐοπραα, Οαβρη, 
Ευο[ίαΏΓανν, σθ6οοερία) τα οποία μποροὺν να διαπραγματευτοὺν παρόμοια 
και ὀχι µόνον Θέματα, επιτυχέστατα. Στην συγκεκριμένη περἰπτωση, 
σταθεροποιώντας σε τυχαἰες Θέσεις δὺο κορυφὲς και μεταβάλλοντας την µία 
κορυφἠ επἰ του κύκλο, βρίσκουμε µια Θέση μεγίστου εμβαδοὺ. Εν συνεχεία 
μεταβάλλοντας την ἀὀλλη κορυφἠ µε σταθεροποιημἑνες τις ὀλλες δὺο, οµοἰώς 
και την τρίτη κορυφή, έχουμε την Θέση μεγίστου εμβαδοὺ. Το σχηματισθὲν 
τρἰγωνο μέγιστου εμβαδού, έχει όψη που διέρχονται απὀ τα κέντρα των κὐκλῶν. 
Αυτὸ πρἑπει να το εικάσει ο λύτης, να το εποληθεὺσει και βεβαίως να το 
αποδείξει. 
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Η ΑΠΟΔΕΙΞΗ: 

Η πειραματική εὑρεση- επαλήθευση της 
θέσης μεγίστου, ναι µεν χαρακτηρίζεται ως 
(ισχυρότατη εικασία» αλλὰ πάντα εἶναι 
εικασία ενώ η αναγκαιότητα της απὀδειξης 
αυτονόητη. Για την απὀδειξη, η ἴδια η εµπλοκἠὴ 
στην πειραματικὴ εὑρεση, µπορεί να 
περιορίσει και τις λανθασμένες εικασίες για 
την ἰδια την απὀδειξη και να οδηγἠσει σε ἕνα 
ορθὸὀὸ δρόμο γι αυτήν. Ξεκινάμε αντίστροφα 
απὀ την πειραματική πορεία µεγιστοποίησης. 
Θεωρούμε µια τυχαία Θέση των Α.Β,Γ και 
μεταοκινούμε µόνο λ.χ. το Α στην θέση µεγιστοποϊησης που εἶναι αυτή για την 
οποἱα η ΑΟΙ εἶναι ύψος στην πλευρά ΒΓ. Αυτὸ Φαίνεται στο σχἠµα 3, ὁπου 
εὐκολα μπορούμε να αποδείξουμε, ὁτι το Α δίνει το μέγιστο εμβαδὸν για 
οποιαδήποτε µεταβολή του Α επἰ του κύκλου Οι. Ταυτοχρόνως, προκύπτει και η 
αντιδιαµετρικἠ Θέση Α΄᾿ η οποίἱα δίνει µια υποψία για την Θέση του ελαχίστου, το 
οποίο εἶναι σε θέση για την οποίἰα τα ΑΟι, ΒΟ2/ΓΟ5, εἶναι στους φορείς των 
υψών, χωρὶς τα Οι, 0Ο2.Όλνα εμπεριέχονται στις ηµιευθείἰες των υψῶν και χωρὶς 
αυτοί οἱ φορείς να συμπίπτουν µε τους φορείς των υψῶν για την θέση του 
μεγίστου. (Οι ευθείες [ε) και (ε΄) για τις οποἱες ισχύει {ε)//{ε} //ΒΓ οριοθετοὺν µε 
την οριζόµενη λὠρίδα τους, το μέγιστο και ελάχιστο ύψος για το τρἰγώνο µε 
σταθερὴ βάση ΒΓ) Οµοἰως, οι αντίστοιχες Θέσεις για τα Β και Γ οριοθετούν 
μέγιστο και ελάχιστον εμβαδὸν για κάθε θέση των Β και [ επἰ κάθε κύκλου, απ΄ 
ὁπου παίρνουμε τελικἁἀ και την απὀδειξη για την μεγιστοποιοὺσα θἐέση του 
εμβαδού. 








Σχήμα ὁ 


ΜΕΓΙΣΤΗ ΚΑΙ ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΠΕΡΙΜΕΙΡΟΣ: 

Με ακριβώς ανάλογη εργασἰα µε τα 
προηγοὐύμµενα, καταλήγουμε στο ὅτι οι θὲσεις 
µεγίστης και ελοχίστης περιµέτρου, 
προκύπτουν ὁταν οι ΑΌι, ΒΟ2, ΓΟς εἶναι 
διχοτόµοι των γὠνιώὼν τῶν δὺο οριζομὲένών 
τριγώνων ΑΒΓ. [σχήμα 5) Για την απὀδειξη, 
εφαρμόζουμε την ἴδια συλλογιστικὴ µε την 
προηγούµενη περἰπτωση. Ξεκινούμε απὀ µια 
τυχαία Θέση ΗΡΓ και Θα δείξουμε, ὅτι 
καθώς μεταβάλλεται µόνο το Η επἰ του 
Οι, η μεγιστοποιοὺσα την περίμετρο θέση εἶναι η ΑΒΓ, όταν δηλαδή Η!ΙΑ και 
ΑΟι, εἶναι διοτόµος της γωνίας ΒΑΓ. 

Η απὀδειξη Θα βασιστεἰ σε µια γνὠστὴ βοηθητική πρὀταση που λέει, ὁτι αν σε 
τρἰγωνο ΑΒΓ, (σχὴµα 4) λάβω εντὸς του τριγώνου τυχαίο σηµείο Ο, τότε 





Σχήµα 4 
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ΑΒ{ΑΓΣΟΒΦΟΓ .. Απὸ τριγωὠωνικἡ ανισότητα στο τρ.ΑΒΔ, έχω ΑΒΕΑΔΣΒΟΞΟΔ (1) 
και επίσης απὀ τριγωνικἡ ανισότητα στο τρ. ΔΟΙ έχω ὁτι ΟΓ2ΣΔΙ-ΟΔ (2) Με 
πρὀσθεση των (1) και (2) κατὰ µέλη λαμβάνω το ζητούμενο. Επίσης, ισχύει 


ρ2Σ ὀ λόγω του ὁτι ρ εξώὠτερικἠ και Θ εσωτερικἠ γωνία στο τρ. ΑΒΔ και επίσης 


6 2 για τον ἰδιο λὀγο στο τρἰγωνο ΟΔΓ, απ᾿ ὁπου τελικά έχομε ὃς δ, που 
εἶναι µια αναγκαία µια αναγκαία συνθήκη για κάθε εσωτερικὸ σηµείο Ο του τρ. 
ΑΒΓ. Στο σχήμα 9, θα δείξω, ὅτι 
περ(ΗΒΓ)«περ(ΑΡΓ]. 

Πρέπει ισοδυνἁὰµωώς να δείξω, ότι ΗΒΞΗΓ«ΑΒΞΑΓ. 
Φέρω την ΑΗ και βρἰσκωὠ τα συμμετρικά ΗΓ’' του 
ΗΓ ὡς προς ΑΗ, ὁπωςκαιτο ΑΓ΄ του ΑΓ ὡὠςπρος 
ΑΗ. Απὸ την προρρηθείσα βοηθητικἠ πρὀταση, 
στο τρ]γὠώνο ΑΒΓ' αυτό ισχὺει. Όμως, αυτὸ ισχύει 
για όλα τα σηµεία του ελάσσονος τὀξου του 
Κύκλου Οι που ορίζεται απὀ την ΑΓ. Γι αυτὰ 


Γ 





ισχὐει2φ{ά «24 ή, (3) Πράγματι, στο τρἰγωνο 
ΑΗΓΙ ισχύει, ὢ-φ-τὂ απὸ ὁὀπου με 
αντικατάσταση στην (3) έχω 
2 ες 29:26 γῆ «26 ῇ 4) Όμως, απὀ 





Σχήμα ὃ 
το τρ]γωνο ΗΟΓ, ισχὺει ΒΟΓ --ἠ-κδ. Αυτή εἶναι 
εξωτερικἠ γωνία στο τρ. ΑΟΒ, ἁρα ἀκῆ κο άᾶ «ἢ-ε2ότου εἶναι η [4) η 
αποδεικτέα. Λόγω συμμετρίας, τα ἴδια ισχύουν και για τα σηµεία του 
ελάσσονος τὀὸξου που ορίζεται απὀ την ΑΒ, ενώ για τα σηµεία του τόξου στο 
οποίο βαΐνει η ᾱ, η απὀδειξη συνίσταται σε απλἠ εφαρµογἡ της βοηθητικής 
πρὀτασης. Η απὀδειξη ολοκληρώνεται µε ανάλογη συλλογιστικὴ και για τους 
ὀλλους κύκλους και τελικἁ προκύπτει η μεγιστοποιοὺσα την περίμετρο θέση, 
ὁπως και η θέση ελαχιστοποίησης µε όμοια διαδικασία. 

Σε µια τέτοια απὀδειξη, η γνὠστὴ απὀ το λογισμικὸ μεγιστοποιοὺσα 
θέση, διευκολύνει σε µεγάλο βαθμὸ την ἴδια την απὀδειξη. Αν επιχειρήσει 
κάποιος να προσεγγίσει το θέµα αυτό χωρίς το δυναμικὀ λογισμικὀ και χωρὶς 
αναλυτικἠ Γεώμετρία [όπου Θα χρειαστεί να βρει ακρότατα συνάρτησης 
μάλλον µε µη λυκειακἁ μαθηματικἀ) Θα συναντήσει πιθανὸν αρκετὴ δυσκολία. 
Είναι υποχρεωμένος να σκεφθεἰ, ὁτι αν υπάρχει µια τέτοια Θέση για το Α, τότε 
εκατέρωθεν του Α και οσοδήποτε κοντὰ στο Α, Θα πρέπει να ισχύει µια σχἑέση 
όπως η (3) για τα ὁπως Φαίνεται στο σχήμα 9 σηµεία δεξιὰ του Α, ενώ για τα 
αριστερὰ, µια ανάλογη σχέση µε τις γωνίες , δηλ. 2φγάςλ2ῶτῆη [3] που 
εμπεριέχει την περίπτωση ΑΞΗ για το ἰσον. Όπως και 

150”-(29- ἄ) «Ι80'-(2ῶ' ή” 924 222 ἠ(4) Σκεπτόμενοι απειροστικἁ, 
αν υπάρχει ᾧ : να ισχύουν οι (3) και (4) για κάθε α, καθώς η!]α και η !Ἴα, 
όπως και ὦφ και ω Φφ. Προφανώς η τιµή εἶναι αυτὴ της μέγιστης κυρτὴς 
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ας... -ᾱ . ᾱ 
γωνίας, δηλ. 2ΦΓἀ-Ξ]80ο «» σος 90’ Και επειδἠ έχουν θέση εφεξἠς γωνιών, 


η ΑΗ εἶναι η οριακἠ θέση της εφαπτόµενης στο Α και ΑΌι η διχκοτόὀµος της Α. 
Αυτὴ η προσέγγιση έγινε µόνο απὀ ἐἑναν-δυὸ καθηγητὲς. Βεβαίως, στο 
προηγούμενο μπορεὶ να φθάσει κἀποιος σκεπτόμενος και κλασικἁ γεωμετρικἁ 
, παρατηρώντας, ὁτι εκατέρωθεν του Α και κοντὰ στο Α., σχηματίζεται 


μικρότερη και µεγαλύτερη γωνία στο Η , δηλ. ΒΗΤ΄«ΒΑΓ΄«ΒΗΓ΄. Για να 
αρθεί αυτό, Θα πρέπει η ΒΑΓ΄ να γίνει ευθεία , οπὀτε, εκατἑρώθεν του Α 
να ἐχωῶ µόνο μεγαλύτερες γῶών[ες. 


ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ -ΔΙΕΡΕΥΝΗΣΗ: 

Το πρόβλημα ἔχει µη τετριμµένη κατασκευἠ που το ολοκληρώνει, ὁπως και 
διερεύνηση, που µπορείἰ να γίνει πολὺ καλύτερα για κάθε Γεώμετρικὸ πρὀβλημα 
που την απαιτε, µέσω του δυναμικοὺ λογισμικοὺ. Για παράδειγµα, ὅταν οἱ 
Κύκλοι εἶναι οµὀόκεντροι ἐχω ἀπειρες λύσεις (Θέσεις) µε το ἴδια μέγιστη 
περίμετρο, οι οποἱες προκύπτουν απὀ την περιστροφἠὴ µιας λὺὑσης γὺρω απὀ 
το Κοινὸ κέντρο. Όταν ἑχω δὺο οµὀόκεντρους κύκλους, ἑχῶ δὺο λὺσεις µε την 
ἴδια περίμετρο, που προκύπτουν απὀ τα συμμµετρικἁ των δὺο κορυφών µιας 
λύσης ὡς προς ἀξονα την διχοτόὀμο που δεν διέρχεται απὀ το κοινὸ κἐντρο. 
Ανάλογα συμπεράσματα ισχύουν και για το εμβαδὸν. 


ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Με την βοήθεια τῶν δυναμικών Γεωμετρικών λογισμικών, το µάθηµα της 
Γεωμετρίας, µπορεί να διδαχθεί ριζικἁ διαφορετικἀ και νύξεις περὶ αυτού, ἧἠδη 
παραθέσαµε στα προηγούμενα. Συγκεκριµένα: 

ο» Η γνώση, µπορεί να ονακαλυφθεἰ απὀ τον µαθητὴ , καθώς το πνεύμα 
και ο χαρακτήρας σχεδίασης τῶν δυναμικών λογισμικών, εἶναι 
προσαρμοσμένα πλήρως στην κοντρουκτιβιστικἠ προσέγγιση της 
διδασκαλίας. Εδώ αντιμετωπίζουμε ἕνα ανοικτὀὸ πρὀβλημα 
ανακαλύπτουμε την διατὑπωσὴ του και μετὰ το λύνουμε, κάτι που 
σπανιότατα γίνεται στην παραδοσιακἠ διδασκαλἰα. Αυτὸ ἦταν ἑναυσμα 
γόνιµης συζήτησης µε τους καθηγητὲς για την ποιοτικἁἀ διαφορετικἠ 
προσέγγιση που κἀάνειτο δυναμικὸ λογισμικὸ στην ἴδια την Γεωμετρία. 

ο Εκτὸς απὀ τις εντυπωὠωσιακὲς δυνατότητες των δυναμικών γεωμετρικὠν 
λογισµικὼν στα προβλήµατα γεώμετρικὠν τόπων, αυτὰ διαθέτουν και 
δυνατότητα διερεὺνησης προβλημάτων μεγίστου και ελαχίστου. Το 
συγκεκριµένο πρὀβληµα που αντιµετωπίσαμε, δεν εἶναι απὀ τα πιο 
εὐκολα (λ.χ. κανείς µαθητὴς δεν µπὀρεσε να σκεφθεὶ να βρει το 
συμμετρικὀ τµήµατος στην απὀδειξη) ὅμως η βοήθεια του λογισμικού, 
τελικἁ δεν περιορίζεται στην εὑρεση της ορθὴς εικασίἰας για την 
διοτὐπωώση, αλλὰ ουσιαστικά βοηθὰ και στην απὀδειξη, ἔπειτα βεβαίως 
και απὀ σοβαρὲς εὑρετικὲς νύξεις. Εἶναι γνωστὸ, πως παρόμοια 
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προβλήµατα µε ακρὀτατα σε περιµέτρους ευθυγράμμων σχημάτων 
διαπραγµατεύονται µε την τεχνικἠ της «ευθειοποίησης)» και στην 
συγκεκριμένη τάξη δεν εἶχε λυθεἰ κἀποιο παρόμοιο θέµα ποτὲ. 
Αναγκαστικὰἀ, καθώς υπάρχει Κίνηση και δυναμικὴ µεταβολὴ τῶν 
μεγεθών, ο µαθητῆς εμπλέκεται σε απειροστικὲς λογικὲς, ενώ το ἰἴδιο το 
λογισμικὸὀ εκ σχεδἰασἠς του, µπορεί να συνδέει στενότερα την κλασικὴ 
Ευκλείδεια µε τον Απειροστικὀ λογισµὀ. Αυτὴ η Ιδιότητα, κατὰ τον 
Στυλιανὀ Νεγρεπὀντη, αποτελεἰ την εΚκτων ὧν ουκ ὀνευ προὐπόθεση για 
την επιβἰώση της διδασκαλίας της Ευκλείδειας Γεωμετρίας ὡς Λυκειοκοὺ 
µαθήµατος, µε όσα θετικἀ αυτὸ συνεπάγεται και στα οποία μάλλον 
συμφωνεί η πλειονότητα της μαθηματικής κοινότητας. 

Εφαρμογές ὅπως η διαπραγµατευθείσα, αναδεικνύουν και τον 
επιμελὼς αποκρυπτόµενο πειραματικὀ χαρακτήρα της Γεωμετρίας [5] ο 
οποἱος πάντα υπήρχε απὀ την εποχἠ του Αρχιμήδη και έχει αποτυπωθεί 
στην επιστολἠ του ιδίου προς τον Ερατοσθένη [8]. Στην σύγχρονη 
εποχή, ὁπου µἐσω των νέων παιδαγωγικὠν θεωριών [Ανακαλυπτικἡ 
μάθηση, κονστρουκτβισμὸς) η µαθηµατικἠ ανακἀλυψη έρχεται -ὁσο 
εἶναι δυνατὸν- κοντὰ στον µαθητὴ , η αξία των δυναμικών υπερ- 
εργαλείων Γεωμετρίας εἶναι καταλυτικἠ Και δίνει στον μαθητή µια πρὠτη 
μύηση στην έρευνα και την μαθηματική ονακἀὀλυψη, η οποίἰα για να 
πογιωθεὶ, περνὰ µέσα απὀὸ αμφισβήτηση, εικασίες, διαιψεὺσεις απὀ 
αντιπαραδείγµατα, ανασκευὲς, επαναδιατυπώσεις Κλπ. ὁπως εἶναι το 
υπόδειγμα της μαθηματικής ανακάλυψης [2]. 

Είναι βέβαιον, ὁτι ο χαρακτήρας των δυναμικών λογισμικών Γεώμετρίας, 
διαφοροποιείται αρκετὰ και ὡς προς το παιδαγωγικὀ και ὡς προς το 
διδακτικὀ σκέλος απὀ την κρατοὺσα πραγματικότητα των Λυκείων, η 
οποἰα σε συνδυασμὸ µε το γνωστὸ ἑῶλο επιχερηµα «αφοὺ δεν 
εξετάζεται γιατἰ να το διδάξω» δημιουργοὺν ἑνα κλίμα απαξἰὠώσης των 
ΤΠΕ. Ο υπάρχων προγραμματισμὸς της Πολιτείας µε την ολοκλήρωση 
της επιμόρφωσης στο Β᾽ επίπεδο τῶν καθηγητών [10], φαίνεται να 
αρχίζει να δρομολογεί την οριστική ρήξη µε το παρελθὀν της 
παραδοσιακἠς διδασκαλίας. 
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